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Algunos problemas sobre modos de convergencia
Problemas
9.- Demostrar que cada subsucesio´n de una sucesio´n que es
fundamental en medida, es tambie´n fundamental en medida.
Solucio´n:
Sea {fnk}∞k=1 una subsucesio´n de {fn}∞n=1. Para todo δ > 0 y todo
ε > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n ≥ n0 implica que
µ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ≥ ε}) ≤ δ.
Existe un k0 ∈ N tal que para todo k ≥ k0 es nk ≥ n0. Por tanto, si
k1, k2 ≥ k0, sera´ nk1 , nk2 ≥ n0 y, por consiguiente,
µ
(
{x ∈ X :
∣∣∣fnk1 (x)− fnk2 (x)∣∣∣ ≥ ε}) ≤ δ,
lo que nos dice que {fnk}∞k=1 es fundamental en medida.
J.M. Sepulcre () Cap´ıtulo III Marzo 2011 3 / 4
Algunos problemas sobre modos de convergencia
Problemas
9.- Demostrar que cada subsucesio´n de una sucesio´n que es
fundamental en medida, es tambie´n fundamental en medida.
Solucio´n:
Sea {fnk}∞k=1 una subsucesio´n de {fn}∞n=1. Para todo δ > 0 y todo
ε > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n ≥ n0 implica que
µ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ≥ ε}) ≤ δ.
Existe un k0 ∈ N tal que para todo k ≥ k0 es nk ≥ n0. Por tanto, si
k1, k2 ≥ k0, sera´ nk1 , nk2 ≥ n0 y, por consiguiente,
µ
(
{x ∈ X :
∣∣∣fnk1 (x)− fnk2 (x)∣∣∣ ≥ ε}) ≤ δ,
lo que nos dice que {fnk}∞k=1 es fundamental en medida.
J.M. Sepulcre () Cap´ıtulo III Marzo 2011 3 / 4
Algunos problemas sobre modos de convergencia
Problemas
9.- Demostrar que cada subsucesio´n de una sucesio´n que es
fundamental en medida, es tambie´n fundamental en medida.
Solucio´n:
Sea {fnk}∞k=1 una subsucesio´n de {fn}∞n=1. Para todo δ > 0 y todo
ε > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n ≥ n0 implica que
µ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ≥ ε}) ≤ δ.
Existe un k0 ∈ N tal que para todo k ≥ k0 es nk ≥ n0. Por tanto, si
k1, k2 ≥ k0, sera´ nk1 , nk2 ≥ n0 y, por consiguiente,
µ
(
{x ∈ X :
∣∣∣fnk1 (x)− fnk2 (x)∣∣∣ ≥ ε}) ≤ δ,
lo que nos dice que {fnk}∞k=1 es fundamental en medida.
J.M. Sepulcre () Cap´ıtulo III Marzo 2011 3 / 4
Algunos problemas sobre modos de convergencia
10.- Si {fn}∞n=1, es fundamental en medida y {fni}∞i=1 y {fnj}∞j=1 son
subsucesiones que convergen c.p.t.(µ) a las funciones f y g
respectivamente, entonces f v g.
Solucio´n (la parte que faltaba):
Si {fn}∞n=1 es fundamental en medida, existe por el Teorema de Riesz
una subsucesio´n {fnk}∞k=1 que converge casi uniformemente y, por
tanto, c.p.t.(µ), a una funcio´n h verifica´ndose adema´s que fn →µ h.
Se tiene tambie´n que si {fnr}∞r=1 es cualquier subsucesio´n de {fn}∞n=1,
entonces fnr →µ h. En efecto: dados ε > 0 y σ > 0 arbitrarios, por ser
fn →µ h, existe n0 ∈ N, tal que n,m ≥ n0 implica que
µ({x : |fn(x)− h(x)| ≥ ε}) < σ. Puesto que nr →∞ cuando r →∞,
existe r0 ∈ N, tal que r ≥ r0 implica que nr > n0, por tanto
µ({x : |fnr(x)− h(x)| ≥ ε}) < σ,
o sea fnr →µ h. En consecuencia, tenemos que fni →µ h y fnj →µ h.
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